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Orden normal; la forma prima

Varias razones nos obligan a diferenciar grupos de clases de altura ordenadas de las no
ordenadas. Si [0,2,3] se toma como lo mismo que [2,3,0], la diferencia en el orden no debe
entenderse como dos grupos de clases de alturas diferentes. Son equivalentes por el simple
hecho de contener los mismos elementos. Nos referimos a ellas como series no ordenadas.
Si, por el contrario, las tomamos como dos grupos de clases de alturas diferentes en funcién
de su ordenamiento, se denominan series ordenadas.

Para trabajar las relaciones de dos grupos de clases de alturas, es necesario ordenarlas,
puntualmente, reducirlas a un grupo ordenado basico, denominado orden normal. E1 orde-
namiento de una serie se denomina permutacion, que depende de la cantidad de elementos
de la serie. A este niimero que sefala la cantidad de elementos de un grupo lo denomina-
mos ndmero cardinal. La cantidad de permutaciones se obtiene el “factorial” del cardinal:
n!, que quiere decir, por ejemplo, para un grupo de tres elementos -cardinal 3-, la cantidad
de permutaciones posibles es el resultado de 1x2x3=6 -0, lo que es lo mismo, 3!=6-. Sin
embargo, para determinar el orden normal de un grupo de clases de alturas, sélo precisamos
las permutaciones circulares. Dado un grupo en un orden determinado, la primera permuta-
cion circular se obtiene colocando el primer elemento al dltimo -y asi con el resto de las
permutaciones-:

[a,b,c]
[b,c,a]
[c,a,b]

Asi, la cantidad de permutaciones circulares que obtenemos es igual al nimero cardi-
nal.

;Como se obtiene el orden normal? EI grupo debe estar en un orden numérico ascen-
dente al principio y en cada permutacion circular debe mantenerse el orden numérico as-
cendente. Para lograrlo, debemos sumar 12 al elemento que pasa del inicio del grupo al fi-
nal. Por caso, si tenemos el pc set [1,3,0]:

A0 [0,1,3] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 3
Al [1,312] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 1l
A2 [31213] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 10

La condicion 1 para determinar el orden normal dice que éste sera aquella permutacion
con la menor diferencia entre el primer y el Ultimo elementos. En nuestro ejemplo sera AQ.

A veces, la condicion Tno funciona. La condicion 2 dice lo siguiente: si la diferencia
entre el primer y el Ultimo elementos es la misma en dos permutaciones, se toma como or-
den normal a la permutacion con la menor diferencia entre el primer y el segundo elemen-



tos; si sigue siendo igual dicha diferencia, se busca la permutacion que tenga la menor dife-
rencia entre el primer y el tercer elementos. Se sigue asi hasta llegar a determinar una per-
mutacién como orden normal.

A0 [0,2,4.8] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 8
Al [2,4,812] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 10
A2 [4,8,12,14] diferencia entre el primer y el Gltimo elemento 10
A3 [8,12,14,16] diferencia entre el primer y el Ultimo elemento 8

Por la condicién 1, AO y A3 pueden tomarse como orden normal; pero, por la condi-
cion 2, A0 se define como tal.

La forma de un grupo de clases de alturas que sea un orden normal y cuyo primer ele-
mento sea la altura 0, se denomina forma prima. En el apéndice se presentan todas las for-
mas primas.

Grupos de Clases de alturas equivalentes por transposi-
cién

Un aspecto central de la Set Theory es la posibilidad de comparar dos grupos de clases
de alturas. Cuando estamos frente a dos pc set, nos preguntamos json el mismo o se dife-
rencian? Para responder la pregunta, necesitamos una definicion: dos pc sets seran equiva-

lentes si 'y solo si pueden reducirse a la misma forma prima por transposicion o por inver-
sion seguida de transposicion.

Tomemos como ejemplo la figura 5. En primer lugar, debemos preguntarnos si es razo-
nable comparar los dos grupos de clases de alturas teniendo en cuenta lo siguiente: en la
partitura, se encuentran a cierta distancia una de la otra; el primer pc set es una linea melé-
dica, mientras que el segundo es un acorde. Mas alla de estas diferencias, nada nos impide
compararlos: mientras puedan reducirse a un grupo de clases de altura del mismo cardinal
no hay inconvenientes para compararlos.

Para evitar los problemas de leer en una partitura, es mejor alinear los dos pc sets:
A: [2,3,7,8,9]
B: [0,1,5,6,7]

Para conocer a cuantos pasos se transpuso un pc set, debemos encontrar un néimero
entero que, sumado a uno de los nimeros enteros del pc set, nos dé como resultado el pc
set transpuesto. En este caso, si sumamos 10 a cada entero del pc set A, obtenemos el pc
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set B. Si el resultado de esa suma es 12 6 mas, se resta 12 al niimero obtenido, Forte de-
nomina a este entero que se suma como operador de transposicion, o simplemente t. Esto
puede resumirse de la siguiente manera:

At B
2+ 10=12=0
3+ 10=13=1
7+ 10= 17= 5
8+ 10= 18- 6
94+ 10= 19= 7

Grupos de Clases de alturas equivalentes por inversién

En lo anterior, hemos visto el proceso de transposicién por el cual el pc set A produce
un nuevo pc set equivalente B, si se suma un entero t a cada elemento de A.

A cada elemento de A le corresponde un elemento de B. Y esa correspondencia es
Unica en cada caso. Es decir, ninglin elemento de B corresponde a dos elementos de A.
Asi, la transposicion puede entenderse como una regla de correspondencia. Forte nos dice
que el término preciso es mapeado: A estd mapeado en B por la regla T. La razon es de in-
dole descriptiva: es mas econdémico y preciso que apelar a términos musicales convenciona-
les. Y se vuelve mucho més Gtil cuando nos referimos a la inversion.

Como la transposicion, la inversién también puede describirse en términos de la regla
de correspondencia | (inversion), por el que mapea cada elemento del grupo A sobre un ele-
mento del grupo B. El mapeo | depende de una correspondencia fija de clases de alturas:

1 - 1]
2 <« 10
3 «—» 9
4 - » 8
5 «—p» ]
6 - 6

Para cualquier grupo A, el mapeo | envia todo elemento de A en su inversion, lo que
resulta en un nuevo y equivalente grupo B. En cada caso, la suma de los dos enteros es 12.



8. Schoenberg, “George Lieder” Op. 15/6
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Unos parrafos atras se dijo que dos pc set eran equivalentes si podian reducirse a la
misma forma prima por inversion seguido por la transposicion. La expresion seguido por se
comprende facilmente si pensamos en un doble mapeo.

I T
(t=1)
A B C
O —» 0 —» 1
1T —» 11 —>» 0
2 —» 10 —» M

Al primer mapeo | le sigue el mapeo T. El resultado es que 0 en AvaalenC, 1en A
vaaOenC,y2enAvaallenC.Un aspecto importante a tener en cuenta es que la
transposicién no implica una inversion previa; pero la inversion siempre implica una trans-
posicion a continuacion, atn en el caso t = 0.

Veamos un ejemplo de Schoenberg. En el ejemplo 8, el grupo A estd marcado como
equivalente por inversién a B. El mapeo por el que B deriva de A es:

| T
(t=11)
A C
3 —» 9 —» 8
4 —» 8§ —» 7T
T 5 —» 4
0 — 2 —» 1

Para conocer el operador de transposicion, éste corresponde a la suma de A+ C: 3 + 8
=11; 4 + 7 =11; etc. Por otro lado, en general, la inversion de un pc set en orden normal
produce un pc set ordenado de manera descendente. Para comparar los pc set habra que
dar vuelta el orden del segundo pc set.

Veamos un ejemplo de Ives. Aunque la parte de la trompeta es la misma en los dos ca-
sos, las cuerdas realizan un acompanamiento diferente. Al examinar la equivalencia de los
grupos, A es equivalente a D y B es equivalente a C, lo que aparea los grupos de la siguien-
te manera:
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Los intervalos de un PC set; el vector intervdlico

En esta seccidn se trata la interaccion de los componentes de un pc set en términos
de los intervalos que contiene. El ejemplo 12 provee un buen material para trabajar. Cada
ejemplo es una version del pc set 4-18. A, C y D son disposiciones melédicas. Los niimeros
que aparecen en corchetes son diferentes en cada caso. Esto se debe a que un ordenamien-
to lineal de un pc set determina una seleccion particular de los intervalos que conforman el

contenido intervalico total. Las tres disposiciones verticales, B, E y F presentan todos los
intervalos del pc set.

El intervalo que se forma por dos enteros a y b es la diferencia a-b. Siempre debe to-
marse la diferencia absoluta para evitar resultados negativos. Por ejemplo, 0-1=1. Si toma-
mos todos los intervalos que pueden formarse del total cromatico, desechando los resulta-
dos que se duplican, tenemos doce intervalos diferentes. En la Set Theory, los intervalos re-

lacionados por inversion se definen como equivalentes. De ese modo, sblo quedan 6 clases
de intervalos si excluimos la relacién entre 0 y 12.

0=12
1=1
2=10
=9
4=8
=7
6=6

12. Berg, Wozzeck Op.7
act 1

(Ei7) . i)
|

15-1-31

U

A 1 [10,11,2,5) B: [3,6,9,10]
act2 i
b b b ()

e e

[4-3-6] 16-34]

s
=t

C: 103,67 D: [L47.8]




Cada par forma una clase de equivalencia. Si sacamos el cero, nos quedan seis clases
de intervalos. La abreviatura para la clase de intervalos es ic. Con la nocién de ic la descrip-
cion del contenido intervalico total no es muy complicada. Basicamente, consiste en tomar
pares de enteros no ordenados y se convierte a enteros del ic la diferencia entre cada par. Si
tomamos los enteros de A del ejemplo 12:

[10,11,2,5]
10-11 = icl
10-2 =ic4
10-5 = ic5

Para obtener el contenido intervalico total tomamos el resto de los enteros:

1M-2=ic3
1-5=ic6
2-5=1ic3

El resultado del contenido total intervalico se denomina vector intervalico. Este se ob-
tiene de la siguiente manera. Se cuenta la cantidad de veces que aparece el ic 1; luego la
cantidad de veces que aparece el ic 2; y asi sucesivamente. Luego se coloca entre corche-
tes, siendo el primer entero las ocurrencias del icl, el segundo entero la cantidad de ocu-
rrencias de ic2; y asi sucesivamente. Si tomamos el ejemplo anterior, el vector intervélico
serd [102111]. En la posicién del ic 2 tenemos 0 porque no tenemos ninguna ocurrencia del
ic2; en la posicién del ic3 tenemos 2 porque aparece dos veces, de la diferencia entre 11-2
y 2-5. El vector intervalico es un conjunto ordenado, es decir, el primer niimero siempre
corresponderad al ic 1 de cualquier pc set. Los vectores intervélicos aparecen en la lista de
formas primas.

Algunas propiedades de los vectores intervalicos

Aunque la totalidad de pc set esta disponible para un compositor, éste sdlo elige algu-
nos de ellos. Pareciera que ciertos pc set tienen un rol prominente mientras que otros no.
Podemos decir que los vectores tienen un papel estructural en estas decisiones, ya que se
eligen ciertos pc set con determinadas caracteristicas intervalicas. Veremos tres propiedades
de los vectores intervélicos en pc set: entradas tnicas de vectores, niimero maximo de al-
gunos ic; e idéntica o casi idéntica distribucion de entradas.

De los 220 pc set, solo 4 tienen vectores con entradas Unicas

6-1 [543210]
6-32 [143250]
7-1 [654321]
7-35 [254361]

7-35 es la escala mayor, por lo que no vale la pena detenerse en demostrar por qué es
interesante. Los pc set 6-1y 7-1 son configuraciones “‘cromaticas”. 6-32 se puede identificar
en determinado ordenamiento como las primeras seis notas de la escala mayor.

Por otro lado, 6-1y 7-1 cumplen con la propiedad del maximo ndmero de ic: el ic 1 en
este caso. Y 6-32 y 7-35 tienen esta propiedad para el ic 5. Otros cincuenta pc set tienen
esta propiedad. Entre estos, hay algunos pc set que son prominentes en su uso. Por ejem-
plo, el pc set 4-19 [101310] es uno de los dos pc set de cuatro elementos que contienen el
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mayor namero de ic 4. Por ejemplo, lo vemos en Wozzeck (ejemplo 15).

Ademas, la ic 4 parece tener una importancia estructural en toda la 6pera. El cierre de
cada acto es con el pc set 8-24, uno de los dos pc set de ocho elementos con mayor ni-
mero de ic 4 (ver ejemplo 16).

La tercera propiedad es la de idéntica o casi idéntica distribucion de entrada de vecto-
res. S6lo un pc set tiene una idéntica distribucién de entradas: el pc set 4-z15 [111111]. EI
término casi idéntica se refiere a vectores intervalicos con cuatro o mas entradas idénticas.
Sélo 29 pc set tienen esta propiedad. Veamos dos ejemplos.

En Schoenberg (ejemplo 18), el pc set 6-z10 [333321] es remarcado con insistencia
en sus manuscritos. El conocidisimo ejemplo de Stravinsky (ejemplo 19) también cumple
con la propiedad del maximo ic.

Pc sets no equivalentes con vector intervalico idéntico

Ya hemos dicho que dos pc set son equivalentes si y sélo si son reducibles a la misma
forma prima, por transposicién o por inversion seguida de transposicion. EI contenido inter-
valico de cada pc set se representa a través del vector intervalico. Podria argumentarse que
cada pc set tiene un vector intervalico diferente. No obstante, esto no ocurre. Por ejemplo,
los pc set 4-Z15 y 4-Z29 no pueden reducirse a una Unica forma prima, pero tienen el mis-
mo vector intervalico [111111]. Este tipo de pc set se denominan un par de relacién Z'. Exis-
ten 19 pares de este tipo en total.

La pregunta que surge es la siguiente jes necesario o de alguna manera til hacer esta
distincion entre pares de pc sets con esta relacion? Forte nos dice que a menos que se
tome al vector intervalico como un factor secundario, la relacion se hace necesaria. Asimis-
mo, nos dice que las relaciones estructurales que aparecen en el repertorio que aqui se es-
tudia, es decir, la musica atonal, convierten a la relacién Z como necesaria.

El ejemplo 21 tomado del inicio del op 11/1 de Webern muestra dos pares de pc-sets
en relacion Z: 6-210/6-239 y 4-215/4-229. Los grupos de alturas correspondientes son
los siguientes:

1 La “Z” no tiene mayor significado. Se trata tan sélo de un descriptor afiadido al ordinal que
solo sirve para identificar a estos conjuntos de clases de alturas particulares.
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6-710: [2,4,5,6,8,9]
4-729:[01,37]
6-710: [4,5,7.8,9.¢]
2-1: [te]

4-715: [0,2,5,6]
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La correspondencia entre 6-Z10 y 6-Z29 se obtiene por la combinacion de By D. En
virtud de la equivalencia intervalica la configuracion que se obtiene es el diagrama del ejem-
plo 21 a través de las uniones en un patrén interconectado.

En pocas palabras, la relacién Z es importante para Forte porque se mantiene el conte-
nido intervalico de un par de conjunto de clases de alturas en ausencia de equivalencias por

transposicién o por inversion.

Los sub-grupos de un grupo de clases de alturas

El ejemplo 26 muestra cuatro fragmentos de Wozzeck que sirven para introducirnos a
la nocién de sub-grupos. El primero, tomado del inicio de la dpera, encontramos que el se-
gundo acorde corresponde al pe-set 5-30; el segundo al pc-set 4-19; el tercero es una am-
pliacion del segundo con el pe-set 5-30, aunque las Gltimas cuatro notas corresponden a 4-
19; el Ultimo fragmento presenta al inicio 4-19 vy, al afadir una nota, se transforma en 5-30.
En estos fragmentos, vemos que 4-19 esta contenido en 5-30; o que 4-19 es un sub-grupo
de 5-30. O que 5-30 es un super-grupo de 4-19. A esta relacion, Forte la llama relacion de
inclusién. La definicién que nos brinda Forte es la siguiente: para dos pc-sets Ay B, B es
un sub-grupo de A siy solo si todo elemento de B es un elemento de A. Y se escribe B [

A.
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El ejemplo 28 muestra otros subgrupos del pc-set 30,

8-24 Wozzeck, que como dijimos anteriormente, es un ¥ hiﬂ = 5 ie
pe-set estructural de la 6pera. Los pc-set 4-19, 5-30 y ‘q‘“% qag t‘qi .
6-34 corresponden a los motivos principales de la 6pe- (532 (311 3-11)
ra. Estos tres pc-set aparecen contenidos 4 veces en 8-
24, tal como se ve en el ejemplo 28. La nocién de e i
sub-grupos es importante para evitar nomenclaturas so-  Z—=p- e
bre las cudles no se tienen mayores evidencias. Un - G-11) G
ejemplo es el que aparece en la figura 30. EI pc-set A 32,
-tomado del op. 2/3 de Berg- ha sido interpretado 5) hjf : %:
como la superposicion simultanea de una triada mayor : ua% e

. - L 1) (35
y de una triada menor, con el anadido de la séptima D69

-sobre Si-. Pero nada nos dice que Berg haya construi-
do asi su acorde. La seleccién de los sub-grupos incluye otras consideraciones ademas de lo
que nos parece familiar.

Sub-grupos invariantes por transposicién

Dados dos pc-set Ay B, un tercer conjunto C se determina por los elementos que
aparecen en Ay B. Este conjunto resultante se denomina interseccion de A y B. Los ele-
mentos resultantes se denominan clases de alturas invariantes.

En el ejemplo 33, tenemos dos formas del pc-set 4-8, por transposicion, que se repite
seis veces. Los elementos de la nueva frase que aparece a continuacion, con las clases de
alturas [4,9], estan incluidos en las dos transposiciones del pc-set 4-8, esto es, [4,5,9,t] y
[3,4,8,9]. Para Forte, el sub-grupo invariante provee la continuidad estructural inmediata
entre la presentacion inicial y su reaparicién en el c. 6.

Forte senala que la nocién de conjuntos de clases de alturas invariantes esta intima-
mente asociada con las nociones musicales intuitivas de desarrollo, cambio, continuidad y

33. Stravinsky, Three Pieces for String Quartet (No. 2)
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discontinuidad. _
39. Stravinsky, The Rite of Spring
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t=3.

cantidad de clases de alturas invariantes de t=1; el se-

Veamos el ejemplo de la Consagracion de la Primavera de Stravinsky en el ejemplo
39. Los dos pc-set Ay B estan en relacion t=11. El sub-grupo invariante [2,5,9] permanece
estatico en blancas con punto, mientras los dos pc-set se alternan. Para Forte, aqui tene-
mos una fluctuacion del contenido de las clases de alturas, mientras el contenido intervalico
permanece constante.



